
教 案 

线性方程组 
 

教学内容 

线性方程组是最简单、最常见的方程组，关于它的解法和理论是线性代数的

基础和基本工具，并广泛应用于生产实践之中。本节主要解答以下问题： 

（1） 线性方程组何时有解，即有解的条件是什么？ 

（2） 如果线性方程组有解，会有多少解？ 

（3） 在线性方程组有解时，如何给出全部解？ 

教学思路与要求 

（1） 结合讲解齐次线性方程组的一般性解法，引入基础解系的概念，并指

出其次线性方程组的解的结构；  

（2） 由于上一部分内容比较抽象，因此要用具体实例详细说明求齐次线性

方程组的基础解系的方法，以及通解的表示方法； 

（3） 引入非齐次线性方程组的增广矩阵的概念，并证明非齐次线性方程组

有解的充要条件； 

（4） 讲解非齐次线性方程组的解的结构，由此引出并重点讲解非齐次线性

方程组的解法； 

（5） 结合实例讲解如何判断线性方程组有解、有唯一解及有无穷多解。 

 

教学安排 

一．齐次线性方程组 

现在考虑线性方程组 
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可解的条件以及在有解的情况下求解的方法。上述方程组用矩阵表示为 

bAx  ， 

其中 























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

A ， x





















nx

x

x


2

1

， b





















mb

b

b


2

1

。 

可解的条件以及在有解的情况下求解的方法。 

    先看齐次方程组 0Ax 的情况。显然它至少有平凡解 0x ，那么是否还有

其它的解呢？利用第 4 节的结论便得到： 

定理 4.6.1  设 A是 nm 矩阵，则齐次线性方程组 



0Ax  
的解存在且唯一（即只有零解）的充分必要条件是： 

rank ( A ) n ， 

即 A是列满秩的。 

    推论 4.6.1  若齐次线性方程组 0Ax 中的方程个数少于未知量个数（即

nm ），则其必有非零解。 

    当 A不是列满秩时，设 rank ( A ) nr  ，由定理 4.5.3，存在 A的一个 r 阶

子式不等于零，不妨设 
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否则只要进行适当的行交换或列交换就可以了（行交换相当于交换方程的次序，

而列交换相当于交换变量的次序，这与原方程是同解的）。于是， A 的前 r 行是

极大无关组，可以由它们的线性组合表出第 mrr ,,2,1  行，因此原方程组

（4.6.1）与其前 r 个方程构成的方程组 
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同解（请读者考虑为什么）。将其改写为 
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则方程组（4.6.3）可以写成 

11A 121 Ax  2x  ，  

因此得到 
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于是，只要确定了 2x ，就唯一确定了 x。 
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 βββAA  ，这里 iβ （ rni  ,,2,1  ）为 r 维列向量。

显然， 2x 可以是任意的 rn 维向量，所以方程组的解 x 有无穷多个。如取 2x 分

别为 rn 维向量 1e ， 2e ，„， rne （ ie 的第 i 个分量为 1，其余为 0， rni  ,,2,1  ），

由定理 4.4.2，可得到一组线性无关的解 
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对方程组的任意一个解 
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所以，x 能够由（4.6.4）线性表示。 

定义 4.6.1  若n维向量组 )()2()1( ,,, pxxx  满足 

（1）每一个向量 )(i
x 都是齐次线性方程组 0Ax 的解（ pi ,,2,1  ）； 

（2）向量组 )()2()1( ,,, pxxx  线性无关； 

（3）齐次线性方程组 A x = 0 的任意一个解都能够用 )()2()1( ,,, pxxx  线性表

示，则称 )()2()1( ,,, pxxx  为方程组 A x = 0 的一个基础解系，而称 
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为方程组 A x = 0 的通解。 

显然，求出了基础解系，就完全清楚了解的结构（要注意的是， 2x 不一定

取为 1e ， 2e ，„， rne ，也就是说，基础解系的形式是不唯一的）。 

综合以上推导便得到： 

定理 4.6.2 设 A是 nm 矩阵，其秩为 r （ nr  ）。那么齐次线性方程组 
0Ax  

的每个基础解系中恰有 rn 个解 )()2()1( ,,, rn
xxx  ，而且该方程组的任何一个解

x都可以表为 
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其中 ic （ rni  ,,2,1  ）是常数。 

推论 4.6.2 设 A是 nm 矩阵，则齐次线性方程组 
0Ax  

当 n)(rank A 时只有唯一解 x 0；当 n)(rank A 时有无穷多组解。 

从以上推导中可以看出，当 nr  )rank(A 时，为求方程 A x = 0 的基础解系，

可先用初等行变换将它的系数矩阵化为（必要时要交换列的位置） 
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0Ax  
的一个基础解系。注意，若有列交换时，相应的分量位置要作适当调整。 

例 4.6.1 求齐次线性方程组 
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的一个基础解系。 

解  由例 4.5.2 可知，可以通过初等行变换将系数矩阵 
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于是可得方程组的一组基础解系 
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因此方程组的通解为 x
)2(

2

)1(

1 xx cc   （ 1c ， 2c 是任意常数）。 

例 4.6.2 求齐次线性方程组 
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的通解。 

解  通过初等行变换将系数矩阵 
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再交换 2和 3列将此矩阵化为 
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注意：因为交换了 2 和 3 列的位置，因此 )1(
x 和 )2(

x 的 2 和 3 行的位置也相应于

矩阵进行了交换。 

因此方程组的通解为 x
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事实上，以矩阵（4.6.5）为系数矩阵的齐次方程为 
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把方程组中含 42 , xx 的项移到等号右边得 
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因此，齐次方程组的通解为 
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其中 2x ， 4x 为任意常数。 

分别给 42 , xx 以值 1，0 和 0，1，又得到了基础解系 
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这也是求基础解系和方程组通解的一种方法。 

二．非齐次线性方程组 

设 A是 nm 矩阵，rank ( A ) r ，b 为m维列向量。 

定义 4.6.2  矩阵（ A┆b）称为线性方程组 
bAx   

的增广矩阵。 

 下面的定理说明，方程组 bAx  的可解性，是与其增广矩阵密切相关的。 

定理 4.6.2  线性方程组 
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的解存在的充分必要条件是：其系数矩阵的秩等于其增广矩阵的秩，即 

rank ( A ) = rank ( A┆b)。 
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i

ic
1

)(
x ， 

其中 )()2()1( ,,, rn
xxx  为齐次线性方程组 0Ax 的一个基础解系。于是 

                    





rn

i

i

ic
1

)(

0 xxx   （ ic 是任意常数， rni  ,,2,1  ）， 

它称为非齐次线性方程组的通解。这说明，非齐次线性方程组的通解等于其相应



的齐次线性方程组的通解加上该非齐次线性方程组的一个特解。 

推论 4.6.3 设 A是 nm 矩阵，则非齐次线性方程组 
bAx   

当 rank)(rank A ( A ┆b)时有解。此时，当 n)(rank A 时只有唯一解；当

n)(rank A 时有无穷多组解。 

    实际求解的过程与齐次线性方程组的情况相仿，只是多求一步特解而已。设

rank ( A┆b) = rank ( A ) = r，并设 

0

21

22221

11211



rrrr

r

r

aaa

aaa

aaa









。 

将原方程组 bAx  转化为同解方程组 

























,

,

,

112211

221122222121

111111212111

rnnrrrrrrrrr

nnrrrr

nnrrrr

bxaxaxaxaxa

bxaxaxaxaxa

bxaxaxaxaxa









   （4.6.7） 

将其改写为 

























,

,

,

112211

211222222121

111111212111

nnrrrrrrrrrr

nnrrrr

nnrrrr

xaxabxaxaxa

xaxabxaxaxa

xaxabxaxaxa









 

利用前面的记号，并记























rb

b

b


2

1

1b ，便得到 

1111 bxA  212 xA ， 

令 1b 0，就得到类似（4.6.4）的齐次线性方程组的一组基础解系 
)1(

x ， )2(
x ， „， )( rn

x 。 

为求特解，可令 2x 0，得到非齐次线性方程组的一个特解 


















0

1

1

11
0

bA
x 。 

从而得到非齐次线性方程组的通解 

     





rn

i

ic
1

0xx
)(i

x  （ ic 是任意常数， rni  ,,2,1  ）。 

从以上推导中可以看出，在求方程 bAx  的解时，先用初等行变换将它的

增广矩阵 

  ( A┆b)， 

化为（必要时要交换列的位置，这时变量也要作相应交换，但常数列b 不能与其

它列交换） 

















*

~

OO

bBI r 。 

如果矩阵中*位置的元素不全为零，那么方程组无解。如果*位置的元素都为

零，那么 B ),,,( 21 rnβββ  的列向量 iβ 与 ie 合并组成的向量 








i

i

e

β

（ rni  ,,2,1  ）就是齐次线性方程组 0Ax 的一个基础解系，而














0

b
~

就是方

程组 bAx  的一个特解。注意，若有列交换时，相应的分量位置要作适当调整。 

例 4.6.3 求非齐次线性方程组 





















6711

,6353

,42115

,0232

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

的通解。 

解  由例 4.5.2，已知可以通过初等行变换将增广矩阵 

( A┆b) =





























671111

63513

421115

02312

 

作初等行变换得到 

       



























00000

100

010

001

16
7

32
15

16
59

32
99

16
40

32
40

。 

因此齐次线性方程组的一个基础解系为 

)1(
x

32

1























32

15

99

40

； 

非齐次线性方程组的一个特解为 

0x























0

7

59

40

16

1
， 

从而非齐次线性方程组的通解为 

                    
























0

7

59

40

16

1
x























32

15

99

40

c    （c 是任意常数）。 



例 4.6.4 求非齐次线性方程组 





















21592

,8232

,342

,532

4321

4321

421

4321

xxxx

xxxx

xxx

xxxx

 

的通解。 

解  通过初等行变换将增广矩阵 



























215921

82321

31042

51321

 

转化为 

       



















 

00000

00000

100

021

6
13

2
1

2
3

2
1

，         （4.6.8） 

再交换 2和 3列将此矩阵化为 

     



















 

00000

00000

010

201

6
13

2
1

2
3

2
1

。 

因此方程组的一组基础解系为 

    )1(
x























0

0

1

2

，   )2(
x
























1

0

2
1

2
1

。 

一个特解为 

       























0

0

6
13

2
3

0x 。 

注意，因为交换了 2 和 3 列的位置，因此
0x ， )1(

x 和 )2(
x 的 2 和 3 行的位置

也相应于矩阵进行了交换。 

因此方程组的通解为  0xx 1c )1(
x 2c )2(

x  （ 1c ， 2c 是任意常数）。 

事实上，以（4.6.8）确定的方程组为 



       














,
6

13

2

1

,
2

3

2

1
2

43

421

xx

xxx

 

把方程组中含 42 , xx 的项移到等号右边得 














,
2

1

6

13

,
2

1
2

2

3

43

421

xx

xxx

 

所以方程组的通解为 


































































































































1

2

1

0

2

1

0

0

1

2

0

6

13

0

2

3

2

1

6

13

2

1
2

2

3

42

4

4

2

42

4

3

2

1

xx

x

x

x

xx

x

x

x

x

x ， 

其中 2x ， 4x 是任意常数。 

这也是求方程组通解的一种方法。 

例 4.6.5 讨论非齐次线性方程组 





























4321

4321

4321

4321

,

,

,

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

的解的情况（ 是常数）。 

解  其系数矩阵是方阵，先求它的行列式。可以算出 











111

111

111

111

3)1)(3(   。 

所以，当 3 和 1 的时候，方程组有唯一解 













































1

1

1

1

111

111

111

111
1









x 。 

当 3 时考虑增广矩阵 

( A┆b) 































33111

31311

31131

31113

， 

通过行变换将其转化为 































120000

31311

31131

31113

， 

因此 rank )(A rank ( A┆b)，方程组无解。 

当 1 时考虑增广矩阵 

( A┆b) =





















11111

11111

11111

11111

， 

通过行变换将其转化为 





















00000

00000

00000

11111

， 

这时方程组有解。考虑同解方程组 

14321  xxxx ， 

即 4321 1 xxxx  ，由此得到非齐次方程组的通解 

 



















 

























4

3

2

432

4

3

2

1 1

x

x

x

xxx

x

x

x

x

x 





















0

0

0

1

2x 





















0

0

1

1























0

1

0

1

3x





















1

0

0

1

4x  ， 

其中 32 , xx 和 4x 是任意常数。 

 例 4.6.6 设 T)3,2,0,1(1 a ， T)5,3,1,1(2 a ， T)1,2,1,1(3  a ，
T)8,4,2,1(4  a ， T)5,3,1,1(  b 。问 

 （1） ，  为何值时，b 不能表示为 1a ， 2a ， 3a ， 4a 的线性组合？ 

 （2）， 为何值时，b 能表示为 1a ， 2a ， 3a ， 4a 的线性组合？并在有唯

一表示时，写出表达式。 

 解 设 44332211 aaaab xxxx  ，按分量写出来就是 





















.5)8(53

,34)2(32

,12

,1

4321

4321

432

4321

xxxx

xxxx

xxx

xxxx




 

考虑增广矩阵 

( A┆b) =



























58153

34232

12110

11111




， 

对它作如下初等行变换： 





























58153

34232

12110

11111




→



























25220

1210

12110

11111




 

→



























01000

0100

12110

11111




。 

 因此： 

 （1）当 1 且 0 时，rank 2)( A ，rank 3)( bA  ，方程组无解，即

b 不能表示为 1a ， 2a ， 3a ， 4a 的线性组合； 

 （2）当 1 且 0 时，rank )(A rank 2)( bA  ，方程组有无穷多组解，

此时b 能表示为 1a ， 2a ， 3a ， 4a 的线性组合。事实上，此时 2ab  。 

 当 1 时， rank )(A rank 4)( bA  ，方程组有唯一解
1

2
1






x ，

1

1
2









x  ，

1
3






x  ， 04 x 。此时，b 能唯一地表示为 1a ， 2a ， 3a ， 4a

的线性组合，且 

4321 0
11

1

1

2
aaaab 























。 

    三．Gauss 消元法 

在实际问题中，当未知量个数和方程个数很大时，上述求解方法往往不便操

作，因此需要另外寻求实际可行的方法。 

我们已经知道，对于非齐次的线性方程组 bAx  ，只要它有解，即 

rank ( A ) = rank ( A┆b) r ， 

总是将其转化为同解方程组 

























.

,

,

112211

211222222121

111111212111

nnrrrrrrrrrr

nnrrrr

nnrrrr

xaxabxaxaxa

xaxabxaxaxa

xaxabxaxaxa









 

令 nrr xxx ,,, 21  中的一个为 1，其余的为 0，找出它对应的齐次方程组的一个基

础解系；再令它们全部为 0，找到非齐次方程组的一个特解。 

   因此，不失一般性，可以假定我们要解的是 n 阶线性方程组（即方程组中方

程的个数和未知量的个数都是n） 
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且其系数矩阵 A非奇异，所以它有唯一解。 

    前面已经说过，当方程组的阶数较低时，用 Cramer 法则（或直接求出系数



矩阵的逆阵）求解不失为可行的办法。但是当方程组的阶数很高时，这将导致计

算量的急剧增加，同时由于大量运算过程中四舍五入的影响，可能造成误差的急

速放大，使得计算结果与方程组的精确解大相径庭，甚至根本不能用。 

    以前提到过的用消元法求解多元一次方程组的方法称为 Gauss 消元法，具

有计算量小、误差小、容易编程等优点，是实际求解线性方程组最常用的方法。

我们用增广矩阵 
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来描述它的做法（为了简单起见，仍用原来的记号记改变后的元素）。 

首先，由于 A非奇异，因此它的第 1 列中至少有一个元素不为零。从第 1

列中挑选一个绝对值最大的元素，称其为主元。将其所在的行换到第 1 行，这个

步骤称为列选主元。然后用选主元后的第 1 行乘
11

1

a

ak 依次加到第 k 行

（ nk ,,3,2  ），使第 1 列在对角线以下的元素变为 0（由于 11a 是第 1 列中绝对

值最大的，因此 1
11

1 
a

ak ，这样，即使计算过程中产生了误差，也不会因为乘了

11

1

a

ak 而使误差放大，这就是选主元的意义）。 

做了 1i 次之后（ 1,,3,2  ni  ）的情况为 
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由于它的第 i 列从第 i 行开始的元素中至少有一个不为零（请读者思考原因），在

第 i 列的这些元素中再选主元，用选主元后的第 i 行乘
ii

ik

a

a
 依次加到第 k 行

（ niik ,,2,1  ），使第 i 列在对角线以下的元素变为 0。 

    这样，便得到（系数矩阵第 i 行第 j 列元素仍记为
ija ，尽管它们可能已发生

变化；对于b 中元素也是如此） 
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这就完成了消元过程。 

然后，对方程组 
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进行回代，从后往前逐个解出 
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对于n阶线性方程组，Gauss 消元法的计算量大约是 )(
3

2 23 nOn  。 

例 4.6.7 用 Gauss 消元法解线性方程组 
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解 方程组的增广矩阵为（以下带有方框的元素为主元） 
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用行初等变换将主元下的元素变为 0 得 
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第二行与第三行互换，再继续得 
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于是线性方程组的解为 

11 x ， 22 x ， 23 x ， 14 x 。 

四．Jacobi 迭代法 

从实际问题归结的线性方程组的阶数往往非常高，所以其系数矩阵的元素个

数往往是个天文数字。但幸运的是在许多场合下，系数矩阵的元素中绝大多数都

是 0 ——它的非零元素一般仅是 )(nO 而不是 )( 2nO ，这样的矩阵称为稀疏矩阵。 

矩阵的稀疏性对某些运算是很有利的。以矩阵与向量相乘为例，由于零元素

不必参加运算，因此一次乘法的总计算量可以从 )( 2nO 降为 )(nO 。一个自然的想

法是，应该尽可能在整个运算过程充分利用矩阵的稀疏性质。 

Gauss 消元法的最大缺点在于它无法保持原来矩阵的稀疏性。如对下面所示

的“箭状矩阵” 
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它的非零元素只有约 n3 个。但是只要对第 1 列执行一遍 Gauss 消元法，就会使

右下角的 1n 阶子矩阵的稀疏性破坏殆尽，立即变成充满（或几乎充满）非零元

素的矩阵（称之为满矩阵）。于是，对 Gauss 消元法而言，稀疏矩阵与满矩阵变

得毫无二致，换句话说，稀疏性根本没有起作用。 

我们来换一种思路。首先将线性方程组 
bAx   

化成等价的等式 

gBxx  ， 

所谓“等价”是指，对任意向量 x，若 x 满足其中的一个等式，那么它也一定满

足另一个等式。 



    然后选取适当的初始向量 )0(
x 代入右端，将计算结果记为 )1(

x ，再将 )1(
x 代

入右端算出 )2(
x ，„，即 

   )(k
x gBx   )1(k ， ,2,1k ， 

这个过程称为迭代。 

定义 4.6.3 设 )(k
x
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则称向量序列{ )(k
x }收敛于a，记为 

k
lim ax )(k 。 

称a为{ )(k
x }的极限。 

显然，若迭代得到的向量序列{ )(k
x }收敛，则其极限向量就是原线性方程组

的解。这样的方法称为解线性方程组的迭代法。当然，在实际计算时只能进行有

限步。若要求误差范围不超过 ，一般当   |||| )1()( kk xx 时，就用 )(k
x 作为解

的近似值。根据本课程的要求，这里不对迭代收敛条件作进一步探讨了。 

设系数矩阵 A 的对角元素全不为零，将 A 分为对角线部分 D、对角线以下

部分 L 和对角线以上部分U ， 
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由于 D可逆，在线性方程组两边左乘 1
D ，得到 

bDxUDLDI
111 )(   。 

记 )(1
ULDB   ， bDg

1 ，作迭代序列 

)(k
x )(1

ULD 
bDx

1)1(  k gBx   )1(k ， ,2,1k 。 

与这个迭代序列相应的迭代法称为 Jacobi 迭代法。这是一种最简单的迭代法。 

    例 4.6.8 用 Jacobi 迭代法求解方程组 
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解  可以算出 
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取 T)3,2,0,2,1()0( x ，通过迭代（保留 3 位小数）得到 
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而精确解是 T)1,1,1,1,1(x  。 

    由于迭代法进行过程中不改变迭代矩阵，同时整个计算只用到矩阵和向量乘

法，因此可以有效地利用矩阵的稀疏性节约计算量。在这个例子中，用 Jacobi

方法迭代 20 次与用 Gauss 消元法的计算量相当，也就是说，在矩阵的阶数较低

时，迭代法并不见得有优越性。但是对大型稀疏矩阵，两者的效率是无可比拟的。

随着应用性问题中归结的方程组的阶在近一、二十年中加速膨胀，当今，迭代法

的实际使用价值远远超过了传统的 Gauss 消元法，已经成为求解方程组最基本和

最重要的方法。 
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1，2，3．（1）、（3），4，6，7。 

 


