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复旦大学数学科学学院 

2012～2013 学年第一学期期末考试试卷 

A 卷答案 

数学科学学院

一. （本题共 24 分，每小题 6 分） 

1.设函数 )(xfy  由方程 1 xye yx
确定，求二阶导数 )0(f   ;  

解：两边对 x 求导，得 0)1(  yxyye yx
， 

所以    
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 ， 

继续对 x 求导，得  
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代入 1)0(,0,0  yyx ，得  2)0( y  

2.计算  
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解：原式  
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        )54ln(2 2  xx cx  )2arctan(2  

3.计算 

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; 

解：原式 
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解： )cos1(tansintan xxxx  ～ )0(
2

1 3 xx ， 

令 xtu  ，则  原式
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二. （本题共 24 分，每小题 6 分） 

1.求矩阵
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A 的秩;  
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所以 3rank(A ） 。 

2.设矩阵 B,A 满足 B3AAB  ，其中
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A ，求矩阵B ; 

解：可知 3AI)B(A  ，
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所以  AI)(A3B 1
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3.设A 是一个 43 的矩阵， 2)A(rank  ，方程组 bA x 有三个特解 

T)3(T)2(T)1( 1)3,2,(1,4)3,1,(2,3)2,1,(1,  x,x,x , 

求方程组 bA x 的通解。 

解：
T)1()3(T)1()2( )22,0,(0,1)1,,0(1,  xx,xx 为齐次方程组 0A x 的基础解

系，所以 bA x 的通解为  

      x  T3)2,1,(1, T

2

T

1 )22 , 0 ,( 0 ,c1)1,,0(1, c ( 21 c,c 为任意常数)。 
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4.设 )(xf
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，求 )0(f  的值。 

解：  )(xf
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所以   0)0( f 。 

三. （本题 8 分）求极限  3 233 23 1212lim 


xxxxxx
x

。 

解：令
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四. （本题 10 分）讨论方程 axe x 
的根的个数。 

解：作 )(xf axe x 
，则  )(xf xex  )1( ， 

当 1x 时， 0)(  xf ；当 1x 时， 0)(  xf 。 

即 )(xf 在 ]1,( 上严格单调增加；在 ),1[  上严格单调减少， 

注意到 axf
x




)(lim ， 


)(lim xf
x

， aef  1)1( 为极大值也是最大值， 

所以当
1 ea 时，方程无根； 

当
10  ea 时，方程有两个根； 

当 0a 或
1 ea 时，方程有一个根。 

 

 

 



4 

 

五. （本题 10 分）设有方程组
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，问 ba, 为何值时，方程组无解？有唯一

解？有无穷多解？有无穷多解时请求出其通解。 
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， 

   当 0b 时， )(32)( bArAr  ，方程组无解。 

   当 0b 时，  
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   当 1a 且
4

3
b 时， )(32)( bArAr  ，方程组无解。 

   当 1a 且 0b 时， )(3)( bArAr  ，方程组有唯一解。 

   当 1a 且
4

3
b 时， )(2)( bArAr  方程组有无穷多解，通解为 

      TT cx )1,0,1()0,4,0(  。（ c为任意常数） 
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六. （本题 10 分）设A 是一个三阶实对称阵，其特征值为 3,1,1 ，对应于特征值 3 的特

征向量为
T)0,1,1(  。 

（1） 求矩阵A ； 

（2） 设 3R 上的线性变换A 由 Axx )(A 所确定，求A 在基
T)0,0,1( ，

T)0,1,1( ，

T)1,1,1( 下的表示矩阵B ，问A 与B 是否相似，为什么？  

解：（1）设
T

321 )( x,,xxx  为特征值1对应的特征向量，由实对称阵的性质，可知 

             0)0,1,1( T  x ， 

解此方程，得对应于特征值1的特征向量为
T)0,1,1( 和

T)1,0,0( 。 

记    
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
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（2）记 1
T)0,0,1( ， 2

T)0,1,1( ， 3
T)1,1,1( ， 

则A )( 1
T)0,1,2(  ，A )( 2

T)0,1,1( ，A )( 3
T)1,1,1( ， 

即 
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 或者 ),,( 321 A ),,( 321 


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所以A在基 321 ,,  下的表示矩阵为



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
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B 。 

由于A在自然基 321 e,e,e 下的表示矩阵为A ，因此，A 与B 相似。 
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七. （本题 8 分）平面图形D 由曲线 2,1,2y  yxx 所围， 将上述图形D 绕轴

1x 旋转一周得到一个旋转体，求此旋转体的体积和表面积。 

解：旋转体的体积V  
2

1

22 )1)2(( dyy 
15

8
 。 

表面积  
2

1

22 )2(41))2(1(2 dyyyA   

         
1

0

22 41)1(2 dxxx  

        
32

)52ln(1746 
 。 

八. （本题 6 分）设 f 在 ]1,0[ 上二阶导数连续， 0(1)(0)  ff ，证明 

                   


1

010
)(

4

1
)(max dxxfxf

x
。 

证：记 a  
1

0
)( dxxf ，如果 f 为常数函数，结论成立。 

否则 )(xf 的最大值在 )1(0, 内取到，记 )1(0x0 , ，使 )(max)(
10

0 xfxf
x

 ， 

则                      0)( 0  xf 。 

不妨设 0)( 0 xf ， 

于是  ]1,0[vu， ， vu ， 

有          
u

v
)( dxxf )()()(

u

v
ufvfdxxf   ， 

所以        )()( ufvf adxxf 
1

0
)( 。 

两边关于v在 ]x,0[ 0 上积分，得  )()( 00 ufxxf 0ax ， 

继续关于u 在 ]1,x[ 0 上积分，得  )1())(0()()1( 000000 xaxxfxxfx  ， 

即    axaxxf
4

1
)1()( 000  。 


