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复旦大学数学科学学院 

2015～2016 学年第二学期期末考试试卷 

A 卷 
 

 

1. （本题共 40 分，每小题 5分）计算下列各题 

(1)设
22 yxxyez  ，求

xyz  。 

解： xz
22

)21( 2 yxexy  ，
xyz 

22

)21)(21( 22 yxeyx  。 

(2)解方程 223 xyyy  。 

解 ： 对 应 齐 次 方 程 有 通 解  xx ececy 2

21  ， 设 原 方 程 的 一 个 特 解 为  

cbxaxy  2 。代入原方程，
 

22 )(2)2(32 xcbxaxbaxa  ， 

得  
4

7
,

2

3
,

2

1
 cba ， 

故原方程的通解 
4

7

2

3

2

1 22

21  xxececy xx 。 

(3)求椭球面 1
442

222


zyx

在点(1,-1,1)处的切平面方程。 

解： 记 ),,( zyxF 1
442

222


zyx

，则 
2

,
2

,
z

F
y

FxF xyx  ， 

在点(1,-1,1)处的切平面方程为  01)1()1(2  zyx 。 

(4) 求函数 yxyxu 4822  在 9: 22  yxD 上的最值。 

解：先求驻点， 42,82  yuxu yx ，得驻点（4,-2），该点不在D内，所以函

数在D内无驻点，这表明，函数在D上的最值应在边界 9: 22  yxD 上取到。 
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令








ty

tx

sin3

cos3
， 代 入 函 数 得  ttu sin12cos249  ， 所 以 函 数 的 最 大 值

5129max u ，最小值 5129min u 。 

(5)计算  
L

dsyx )( ，其中 xyxL 2: 22  。 

解：由对称性，

 

0
L

yds ，令 )20
sin

cos1









t

ty

tx
（  

所以 


2)cos1()(
2

0
  dttdsyx

L

。 

(6)计算 


 dxdydzzyx )（ ，其中 1)1()1()1(: 222  zyx 。 

解：作坐标平移














1

1

1

zw

yv

xu

，则由对称性， 

原式= 


 dudvdwwvu )3（ 43  


dudvdw ，其中 1: 222  wvu 。 

(7)讨论级数
2

2

1 1

lnn

n n

n





  
 收敛性。 

解：由 





n

n

nn

n 1
ln

11

lim
2

，而


1

1

n n
发散，由比较判别法，原级数发散。 

(8) 求幂级数





1

3

)1(
3n

n

n
x

n
的收敛半径与收敛区间。 

解： 
3

1

3

3

)1(

lim 3

1

3










n

n

n n

n

 ，所以收敛半径 3R ， 

当 2x 时，级数 3

1

)1( n
n

n




 发散，  

当 4x 时，级数 3

1

n
n






发散，所以收敛区间为 )4,2( 。 

2.（本题共 10 分）求级数


 2
2 2)1(

1

n
nn
的和。 
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解：讨论幂级数 n

n

x
n




 2
2 )1(

1
，其收敛半径 1R ，收敛区间为 ]1,1[ 。 

记 n

n

x
n

xS 


 


2
2 )1(

1
)( ， ]1,1[x ， 

则  n

n

n

n

x
n

x
n

xS 






 





22 1

1

2

1

1

1

2

1
)( 1

2

1

2 1

1

2

1

1

1

2

















 n

n

n

n

x
nx

x
n

x
 

       )1,0()0,1(,
4

1

2

1
)1ln(

2

1
)1ln(

2
 xxx

x
x

x
， 

于是 2ln
4

3

8

5
)

2

1
( S ，即  



 2
2 2)1(

1

n
nn

2ln
4

3

8

5
 。 

3.（本题共10分）求 dyxyxdxyyx )2cos()sin2( 2

L

 ，其中 )0(2: 22  aaxyxL

从(0,0)到 ）（ 0,2a 的上半圆周。 

解：补充由对称性， 02:,0:1 axyL  ， dszdsydsx 


 222 ， 

则由 Green 公式， 22

LL
2

1
)2cos()sin2(

1

adxdydyxyxdxyyx
D

 


， 

而    00)2cos()sin2(
0

2

2

L1

  a
dxdyxyxdxyyx ， 

所以  22

L
2

1
)2cos()sin2( adyxyxdxyyx  。 

4.（本题共 10 分）求球面 )0(2222  aazyx 被平面
4

a
z  与

2

a
z  所夹部分的面

积。 

解：设所夹部分为 )
16

15

4

3
(: 2222222 ayxayxaz  ， 

则
222222

,
yxa

y
z

yxa

x
z yx









 ， 

22
1 yx zz

222 yxa

a


， 

于是所求面积 



 D

dxdy
yxa

a
dSA

222
 

               24

15

2

3 22

2

0 2

1
adr

ra

ar
d

a

a







  ， 
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其中 2222

16

15

4

3
: ayxaD  。 

5.（本题共 10 分）计算 


 zdxdydzdxydydzzyx )14()( 2 ，其中  为曲面

)10(22  zyxz 的下侧。 

解：设有向曲面 )1(1: 22

1  yxz ，取上侧。 

由 Gauss 公式得  






1

)14()( 2 zdxdydzdxydydzzyx 26  


dxdydz 。 

而    




1

)14()( 2 zdxdydzdxydydzzyx  
1

dxdy ， 

于是  


 zdxdydzdxydydzzyx )14()( 2  。 

6.（本题共 10 分）设 )(),[),(s)( 不取整数axaxinxf  ,求其 Fourier 级数及

Fourier 级数的和函数 )(xS 。 

解： ,2,1,0,0  nan , 

,2,1,
)(

sin2)1(

))cos()(cos(
1

sinsin
2

22

00







 

n
na

an

dxxnaxnanxdxaxb

n

n









, 

所以 )(xf 的 Fourier 级数为  

        )(xf ～ 


 



1
22

sin
)1(sin2

n

n

nx
na

na




。 

由收敛性定理，可知其和函数 

    













x

xax
xS

,0

),(,sin
)( 。 

7.（本题共 10 分）设可微函数 )(xf 是方程 03)2( 23  dyxydxyx 的解且 1)1( f ，  

(1)求 )(xf 的表达式；(2)讨论级数


2

ln3

)(ln

))((

n
n

n

n

nf
收敛性。 

解：(1) 令 3yz  ，方程可改写为 1
2

 z
x

z ，解得  2cxxz  ，由 1,1  yx 时  
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可知 0c ，所以  3)( xxf  。 

（2）级数 









2

n

ln

2

ln3

ln)(ln

))((

n

n

n
n

n

n

n

n

nf
， 

由 }
2

ln
lnexp{lnlim

)
2

ln
(

lim 2ln n
nn

n
n

nn

n

n



， 

                  0)}
2

ln
ln

ln
(exp{lim

2




n
n

n

n
n

n
， 

可得 
n

nn

n

n
nn

2

1

2)
2

ln
(

ln

充分大时，当 ，所以由比较判别法，


2
n

ln

lnn

n

n

n
收敛， 

即   


2

ln3

)(ln

))((

n
n

n

n

nf
收敛。      


